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Dans l'ensemble du probléme les vecteurs sont représentés , soit par une lettre en gras, soit par un
souple de lettres surmontées d’une fléche. Le produit vectoriel de 8 pur b sera représenté para x b.

3 désigne un espace affine euclidien orienté de dimensior: 3, V I'espace vectoriel associé.
Jn rappelle, a, b, ¢, étant trois élémenta de V, la formule du double produit vectoriel :
1 X(bXe)= (a.c)b-(a.b)e

’

ioit'l un intervalle de R de longueur non nulle. On désigne par D I'ensemble des ﬁpéiieggibné'dg classe C®del
lans V-

Pou- tout-élément Fde: D onfiote WiFy = [tt‘ v, l-"l lupplmuonqma toutt del
ssocie le nroduﬂ. rmxte .

W ) = '[.l"‘l't’ ) P, F"(ta
)n désigne enfin par P l'ensemble des éléments F.de Dy tels que la fonction W(F:) soit & valeurs strictement

ositives.

.a premiére partie établitdes résululu de base qui serventdans le reste du probléme. Les parhes 11
t 111 sontindépendantes.

)n tiendra le plus grand compte de la clarté de larédaction et de la qualité des figures.

'REMIERE PARTIE.

.1.Soita, b, c trois élém_ents de V. Démontrer lu formule
aXb) X(a Xe) = [a. b, c] a

.2. Soit F € Djet soit A une app’liéh'tion declagse C*de ! duns R.
)n désigne par G = F X F*'élément de Dy définipar : VLE€1,G (t) = F(t) X F' (1)
tablir les formules :

1) WAFY= BwWF)

2) GxXG'=WHMF

(31 W(G) = (W(F))2
.3.5) Soit F € Pjet s0it G = F X }. Démontrer queG € Py,

" b)Inversement soit G € Py ; démontrer qu'il existe un élément F deé Pj unique tel que F X F* = G et établir
a formule:

X G
F= G

§f

équai'tion FXF'= G o0 G est donné dany Py a-t-elle des solutions appuartenant & D mais nona Py ?
i oui, les donner.,

vinsi l'application S qui a tout élément Fde Py ussocie StF) = F X F' €3t une bijection de Py sur lui-méme.

I. Soit Fet Gdeux élémentsde P;, A une application de classe C"de ! dans R: Déterminer SAF) et s-'aG).
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DEUXIEME PARTIE

Soit O un point fixede E. Le temps t décnvant Fintervallel, on consxdére un élément Gde Djetlepoint Pde E
défini, pour tout tde I, par OB (1) = Gt).

On cherche 4 déterminer le mouvement d'un point M tel que la fonction OM (c'est-a-dire t = O‘Vl(l))
appartienne & Dy et vérifie OMx M' = G, c'est-a-dire :

(4) Vté€ I,OM(U %M = G
SoitR = (01, j, k, ) un repére orthonormal direct fixe.

I1.1. On suppose ici que le point P décnt une courbe située dans un plan contenant 0 et quil existe t, tel que:
G(ty) X G'(ty) = 0

a) Interpréter géométriquernent cette derniére condition.
b) Que vaut W(G)? :
¢) Existe-t-il des mouvements du M satisfaisant & lacondition(4)? :

I1.2. On suppose ici que W (G ) ne prend jamais la valeur zéro.
a) Etablir que le signe de W (G ) est constant.
b)Si W(G) < 0, existe-t-il un mouvement de M satisfaisantala condxuon 4)?.
¢) Si W(G) > 0, montrer qu'il existe deux mouvements de M vérifiant (4), dont l'un est donné par
OM = S'1(G).
(C.f. 1.3.). Comment s'en déduit 'autre ?

Dans la suite de cette partie, on supposera qué G € Pyetque 6-\71 = S-1(G).

11.3. On note (C ) (resp : (C))) le cone de sommet O engendré par la droite (OM (L) ) (resp : pur la droite (OP (L))
) quand t décrit [. Quelle relation existe-t-il entre la génératrice (OP (t) ) de (Cy ) et le plun tangent & (C ) le-
long de la génératrice (OM (t)) ? Donner une définition géométrique de (C| ) & partir de (C), et une déﬁmuon
géométrique de (C) & partir de (Cy).

—s .
I1.4. On suppose le mouvement de P définidans Rpar: OPiv) = i + t } + t2k od tdécrit R.

a) Vérifier que cette fonction appartient a Py

b) Donner une équation cartésienne du cdne (Cy ) engendré par la droite (OP).

¢) Donner dans le repére R les coordonnées cartésiennes de M.

d) Donner une équation cartésienne du cone (C ) engendré par la droite (OM).

e) Nature, symétries, position relative des courbes intersections de (C) et (C; ) par le plan d'équation
x+z=1.
Faire une figure représentant ces deux courbes. Que dire de la position relutive des deux cénes ?

I1.5. On suppose que le mouvement du point P g'effectue dans un plan ne passant pas par O. Montrer que la
droite passant par M (t ) et dirigée par le vecteur M" (1 ) est coplanaxre a une droite [ixe issue de 0 Quelle
réciproque peut-on énoncer ?

11.6. On suppose que le mouvement de P est défini dans le repére R par :A .
OP=u+k ou u=cos0i+sin0j, l'upplicationt - 8(t) de | dans R étant de clusse C=,

sl
. a) A quelle condition portant sur la fonction 8 la fonction G = OP appartient-ellc a Py ?

b) On suppose que la fonction 0 de t vérifie la condition précédente et I'on considére le mouvement de M tel
queOM = S1(G). Déterminer le cdne (C ) de sommet O contenant la t.rqiectolre I’ de M. Etablir que la
normale d (C)en M (t) rencontre l'axe (O ; k ) en un point H(t). .

11.7. Les hypothéses étant celles de la question précédente, on cherche & déterminer la fonction 0 de t pour que
Je mouvement de M s'effectue & une vitesse numérique | M'] constamment égale d 1.

a) Montrer que dans ce cas les vecteurs MH et M” sont colinéuaires et de méme sens.

b) Former I'équation différentielle (5) vérifiée par la fonction Odet.
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“ ‘/ 8 ' - [ dh |2
¢)On pose h = %l.- ; Montrerque het 0 vérifient 'équation différentielle 2(—) +h=1 6)

do
2
d)Détenninerlessolulionsde(S')vériﬁnntenoglm: 2 - +h =0 - (T

do
Déterminer les fonctions 0 de t correspondantes. ,
e) On considére, t décrivant R, le mouvement défini par :

6 = V2 -Arclan (%\ . OM= m(;"?)
2

Soit y la projection sur le plan ©; I, j ) de la trajectoire de M. Construire y et déterminer ses asymplotes.
Montrer qu'en tout point de y la concavité de la courbe est tournée vers le point O.

TROISIEME PARTIE

On suppose donnée une application de I'intervalle [dans E: t =M (1), de classe C”, telle que la fonction M°

(=u+k)

appartienne & P,. Soit A une application de clusse C*de 1 duns R:.
111.1. Etablir qu'il existe au moins une fonctiont — P(t) de I dunsE telleque: =2 M' X M"
MetP étﬁnt ainsi définis, on note T (resp. I'}) la trajectoire de M (resp. de P). Ces deux courbes sont orientées

duns le sens des t croissants et munies d'une origine.
On adopte les notations suivantes pour les deux mouvements:

" Point mobile M . P
Trajectoire r o oh
Abscisse curviligne : _ s : 5

- ds ) dsl
Vitesse numérique (positive ) vs — V, = —
- S dt b dt
Courbure (positive) € <
Torsion 1 u
~ Vecteur unitaire de la tangente T T
.Vecteur unitaire de la normale principule N N;
Vecteur unitaire de la binormale B By
On rappelle les formules de Frenet (écrites icipour T'):
‘ ! ar N N T B N
-— o= = = = -+ TR -
ds. ¢ ds ‘ ds '
11.2. Etablir les formules::]M* X M*} = v3¢ et WIM) =il

I1L:3.a) Etablir que P' € P;.
b) Déterminer T, N), B, en fonctionde T, N, B. .
c)Culédié; ¥1,¢1, Y1 en fonctiondev, ¢, t,A. Endéduire:cey =1 v.

UL4.a) On prend ik = = | veutd =dire P'= .”1_1:_‘_
[ v- D ] Mt

Montrer que la-courbe Ty & un rayon dé fordion €git a 1 consamment.*
b) Réciproquement, on sé donne uneapplication P dé clisse C* de I'dans E. telle que lu trajectoire 'y de P
4il une wﬁjon constantet, = 1 Soit Q unewu pplicition déclasse’C™ de I duns lt:
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Etablir qu 'il existe une apphcauon M de ldans E,declasse C®; vénl'umt les relutnons
M'XM"=Q*P"
IMi=0 :
¢) En déduire-une mélhode d'obtenuon de toutes les courbesde classe C"i Torsion constiunte non: nulle;

111.5.0n consxdére un repére orthonormal du'ect ﬁxe R=1(0:l, Jk 7
et l'on pose : u-coan-o-smOj : u.--lmeli-cosﬂj

Le point M décrit la courbe I' définie par&\?(ﬂ )= u(@)~Inlcos0| k ol O décritl'intervallel = [0, 2

-a) Déterminer les coordonnées de T. N, Bdans la base ( u, uy, k) et calculer c et 1 en function de 0. 2 ]

M XM

b)Déterminerdansla base (u, u, k), les cwordonnées du vecteur 7
. . M‘

M'XM”

2
— PO = -3}

¢) On définit une application Pde [0. E [dans E parP'=

Déterminer les coordonnées cartésiennes de P dans le repére R Détermmer la courbure et lu torsion de la
t.rauect.olre Iy de P au point de paramétre 6.

T11.6. Les formules définissant le point Pcl-dessus en l'oncuon de® gardent un sens pour Lout 0 réel On définit
ainsi une courbe Cdont I'y est un arc.

Construlre les projections de C sur les trois plans de’ coordonnées (on précuera ‘le sens dé concavslé) Effectuer
un croquw perspectxf de la port.mn de Cc correspondanl. a0€lo, 2n | I

seces FIN _o'oio; .



