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* €COLE SUPERIEURE D'ELECTRIOTE 
ECOLE SUPERIEURE D'OPTIQUE 

M - P' 
Dans I'ensemble d u  p r o b b m e  les vecteurs sont repdsenth * soit par u n e  lettre en gras. soit par u n  
:ouple de lettres surmontber d'une fi&be. Le produit vectoriel do a pur b sera reprCsentC par a x 6. 

S designe un eupcrce a n e  euclidien orient6 de dimensior, 3, V l'espace vectoriel asuoei4. 
l n  rappelle, a, b, c, d u n t  trois ClCmentn de V, la formule du double produit vectoriel : 

b i t 1  un.intervulle de R de longueur non nulle. On disigne pur Dl I ' c ~ m b t e ~ e q a p ~ i c ~ t i o n s d e  . .  .. classe C'de 1 
Ians V; . 

l?oijr t@&+er\t;F &.Di ,on. note.W@) =: 

r X ( b X c ) =  (&c)b - (&b)c  

....... . . .  . . .. . . .  
st6tdrit.t d e l  

'. .. . . 

' ' .HI.tR1 (.t 1 = [Ftt 1; F ( t &  pLt.g$ 

)n designe enfin par P~-l'ensemble dw CMments F:de Dc tels que lu fonction W(P.1 soit B vuleurs strictement 
osi tivw. 

,a premiire  partie Ctablit des r3sultnts de base q u i  s a v e n t  d a n s  le reste d u  problame. Les parties I I  
t 111 sont  indkpendantes. 
ln t iendra le plus grand compte de la clartd de la rCdaction et de la qualit4 des figures. 

'REMIERE PARTIR, 

.l. Soit a, b, c trois &lementu de V. D h o n t r r r  Iu formule 

(a x.b) X-(a x c l  = 

.2. Soit P € DI et  soit A une upplica'tion de clanse C'de ! dunri R. 

ln designe par C = F X F l'éldment de Dl difini pur : V t € 1, G (t 1 = Y ( t  1 X P (t 1 
kablir les formules : 

(1) w!.\ Y) = h3W(k1) 
(2, c x c'= WOI'lk' 

(3) W(G) = (W(F)P 

.?.a) Soit F c PI et soit c = P x F. 1)emontrer que O c 1'1. 

a formule : 

. 
b) Inversement soit C € PI ;démontrer qu'il existe un Clément p d e  PI unique tel que Y X F = C et 6hblir  

G x C' F =  - m .  
:&uation F X P' = G; où C est donne dans Pl a-belle des sotutions appurtenunt B DI nrnir non B PI ? 
li oui, les donner. 
h i  I'applicution S qui B tout Clemeni Pde PI nssocie SC FJ = F'X F'cst ilne bijection dc 1'1 sur lui-m8mc. 
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DEUXIEME PARTIE _- 
Soit O un point fixe de E. Le temps t decrivant l'intervalle 1, on considhe un element C dc 111 et  le point Pde E 
defini, pour tout t de 1, par 

On cherche B determiner le mouvement d'un point M tel que la fonction Oh1 (c'est-P-dire t -. OM(t)) 
appartienne Dl et verifie X M' = G, c'est-&-dire : 

= GR). 
4 ' 4  

d 
(4) v t z I, ohi(t) x ni*rtl= cet) 

Soit R = (O ; i ,  j, k, 1 un repere orthonormnl direct fixe. 

11.1. On suppose ici que le point P dCcrit une courbe ritube dans un plan contenant O et qu'i! existe t,, tel que : 
C(tJ X C'(l,,) f O 

a) Interprdter gbométriquembnt cette derniere condition. 
b) Que vaut W (C 1 ? 
c) Exirte-t-il des mouvements de M sulisfaisml B laendition (4 1 ? ; 

11.2. On suppose ici que W (C ne prend jamais la valeur zero. 
a) Etablir que le signe de W (G 1 est constant. 
b) Si W CC 1 C O, existe-t-il un mouvement de M satisfaisant P la condition (4 1 ? 
c )  Si Wr C )  > O, montrer qu'il existe deux mouvements de M vCrifiant (41, dont l'un est donne par 
03 = S-l(C). 

C f .  1.3.) . Comment s'en ddduit I'nutre ? 
L 

Dans la suite de cette partie, on supposera que C € PI et que OM = S-1 (Cl. 

11.3. On note tC 1 (resp : (Cl)) le cbne de sommet O engendre pnr la droite (Ob1 (t 1 1 (resp : pnr la droite (01' (t 1 
1 quond t decri1 1. Quelle relation existe-t-il entre lu yCneratrice (OP (t 1 1 de (Cl 1 et le plnn tungent B (C 1 je 
long de la generatrice (OM (t)) ? Donner une definition géometrique de (Cl 1 P purtir de (Cl, et une definition 
geométrique de (Cl & partir de (CI). 

11.4. On suppose le mouvement de P ddfini dons K par : OI'(tl = i + t J. + t2 k 00 t d k r i t  R. 
4 

a) Verifier que cette fonction appnrtient B PI 
b) Donner une équation cartesienne du cdne (Cl J engendrk'pur In droite (OP). 
c) Donner dans le rep&re H les coordonnees cnrtbsiennes da Y. 
d) Donner une équation cartésienne du cbne CC 1 engendre par In droite (OM). 
e)  Nature, symetries, position relative des courbes intersections de (Cl et CC1 1 par le plnn d'dquution 

x + z = l .  
Faire une figure représentant ces deux courbes. Que dire de In position relative dFs deux ct3nes ? 

11.6. On suppose que le mouvement du point P s'effectue dnns un plan ne podmnt pas pur O. Montrer que lu 
droite passant par M (t et dirigke par le vecteur M" (t 1 est coplannire & une droite fixe isrue de O. Quelle 
reciproque peut-on enoncer ? 

11.6. On suppose que le mouvement de Pest  défini dons le rep&re K pnr : 
bp = u + k où u = cos 8 i + sin 0 j ,  l'application t -. e(t) de 1 dans R h n l  de clnase P. 

4 
. a) A quelle condition portant sur la fonction 8 lu fonction C = OP uppartient-elle P PI ? . 

suppoqeque la fonction 8 de t virfie In condition prCeCdente et l'on considQre le mouvernent de M tel 
S-1 (C 1. DCrciminer le d n e  (C 1 d i  sommet O contenant 1. trdectoire I' de M. Etablir que la = 

mrmale A (C )en M (t 1 rencontre l'axe (O ; k 1 en un point H (t 1. 

11.7. Les hypothhses &tant celles de la question prdddente, on cherche B dCterminer Ia fonction 0 de t pour que 
le mouvement de M s'effectue & une viteme nu Crique 1 M'( constammenl Cgale i 1. 

a) Montrer que dons ce cam les vecteurs M -iF et M'mnt colinhircs et de mCme WM. 
b) Former I'Cquation diffCrentielle (5) vdrifibe par la fonction 0 de t. 

TOURNER LA PAGE 
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+ h  = O  ( 7  1 
d2h 

d )  Determiner les solutionsde (6 i vdrifinnt en out= : 2 - 
d t12 

Ddterminer les fonctions 8 de t correspondnntes. 
e) On considkre, t dkr ivant  R, le mouvement defini pur : 

Soit y In projection sur  le plnn '(O ; i, j 1 de la trajectoire de M. Construire y et dbterminer ses asymplotey 
Sfontrer qu'en tout point de y la concevite da la courbe est tournb  vers le point O. 

TROIS1 RM E PARTIE 
On supposc donnee une applicution de I'intervnlle 1 dans E : t 4 M  ( t), de'clowu C", telle que IV fonction M' 

appnrtienne B P,. Soit A une applicationdeclnuecde 1 dnnsR:. 

111.1. Etablir qu'il existe au moins une fonction t 4 P ( t  1 de I dnns E telle que : P = 'A M ' x M" 

31 et P etnnt ainsi definir, on nottt l' (resp. l'Il lu trajectoire de 3f (resp. de PI. Ces deux courbes sont orientees 
dnns le sens dcc t croissants et munies d'une origine. 
On adopte les noutions suivontes pour leu deux mouvements : 

' Point mobile Y P 
Trajectoire r . r1 
Abscisse curviligne S 81 

Vitesse numerique (positive 1 . .  
dr  
d t  

v = -  dYl 
vl= - 

dt 

Courbure (positive) .C C1 
Torsion f s1 
Vecteur unitaire de lu tangente T Tl 
. Vecteur u n i a i r e  de  In normnle principule N NI 
Vecteur unitaire de In binormde n B1 

On rnppelle les formules de Prenet (Ccriter ici pour l') : 
~ 

I 

_ .  

1113.a) Etablir que P' € PI. 
b).Mterminer TI, NI, BI en fonction de T, N, B. 
c) Clilcuik~ VI, cl, q en fonction de v, c, t, A. En ddduire : c c1 = 1~ cl. 

Montrer que la courbe I'l u un rayonddtoriiod €gai B 1 consrrmmant.' 
b) Hbciproquement, on se donne uneipplication P de clvue CYde 1 dans E.' telle que lu trajectoire l'1 de P 

nit une torsion constnnte xI = 1. Suit f2 une vpplirrrtidn deJnuse.C'dcl dknb ltt 
. .  
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Etablir qu'il existe une application M de 1danrE.de dasse C', v C d h n t  lesrel.atlons : 
M ' X M" = Q' F 
bMD-l = Q 

c) En deduire une melhode d'obtention de toutes les courbes de c la ie  C% &sion constante: non nu!la 

111.5. On considere un rep&re orthonormul direct fixe R = (O ; 4Ji k Y 
e~ l'on pose : u = c0st)i + a i n e j  . u1 = -a ine1 + c o s e j  .. 

- 
LepointMdecritIacourbeI'd~fmieparOhl10)= ~ ( 8 ) -  InrcosOl k oh 8 dkitI ' intarvnlleI = 
a) Determiner les coordonnCe8 de T, N, B dans la bnse u. UI, k) et cnlculer c et 1 en fonction de O. 

' M ' X  M" 
LI Determiner dans la base ( u, ul, Ir), les i rdonneesdu vecteur M'Y 

M ' X M "  - 2 
3 

et OP(0) = - - j c) On definit une application P de  dans E pur F = 

Determiner le$ coordonnCcs cartesienner de P dans le rep&re R !)etetminer lu courbure et In torsion da 1. 
trejectoire l'y de P au point de parnmttre tf. 

111.6. Les formules definiasant le point Pcidessua en fonction de 8 gardent un sens pour b u t  O del. On dCfinit 
ainsi une courbe C dont ri est un arc. 

Construire les projections de C sur les trois plans de cwrdonirkr (on pr&iser+ le sen? de toncavit&). Eff'etuer 
un croquis perspectif de la portibn de Ç correspond an^ i 8 € I O, &i 1. 


