Énoncé du problème :
Un mobile libre est poussé par une tige courbe qui tourne autour d’un axe. L’axe est perpendiculaire au plan de rotation. Les déplacements sont 2D horizontaux (pas de gravité) sans frottements ni chocs.

Quelle est l’équation de la courbe décrivant la tige, qui minimise le temps de parcoure du mobile entre deux points situés des rayons différents
Cela peut être vu comme une centrifugeuse 2D parfaite.

1. Energie potentielle

Le repère lié à la tige n’est pas galiléen.

La force d’inertie de Coriolis est nulle car elle est perpendiculaire au vecteur vitesse à tout moment.
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La force d’entraînement s’exprime :
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Le travail de la force d’entraînement s’exprime :
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Or contrairement à la tige rectiligne, Fe et dl ne sont pas forcément colinéaires.
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Maple donne (non vérifié) : 


[image: image5.wmf]2

2

'

1

1

'

arctan

cos

r

r

r

r

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ


Pour l’expression de l’angle (Fe,dl) voir figure suivante :

[image: image6.png](Fe,dl)y=Ww

o _ 1 __x

dr Cdide” T

w= arctan+

tanw =





On a donc :
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L’énergie potentielle s’exprime :
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2. Expression de la vitesse à partir de la mécanique newtonienne
L’énergie cinétique s’exprime :
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On suppose que l’énergie mécanique du système est conservée (pas prouvé, le système est il fermé ??) :
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A t=0 on considère la vitesse du mobile nulle, son énergie potentielle nulle donc 
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3. Expression de la fonctionnelle à minimiser
On cherche à minimiser le temps de parcours le long de la courbe r(θ) :
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On cherche à minimiser l’intégrale :
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4. Solution

La fonction r(θ) qui minimise l’expression de t est solution de l’équation d’Euler Lagrange :
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La solution de l’équation d’Euler Lagrange (calculée avec Maple) est :
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Avec R0 et k constantes déterminées par la valeur de r(θ0) et r(θ1).
Ce qui correspond à l’équation d’une spirale logarithmique.
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