Anneaux de Borromée.

Trois anneaux sont dit borroméens s’ils sont disposés de telle sorte qu’on ne puisse les séparer, mais que si l’un d’entre eux est coupé, alors les deux autres sont libérés sans être enlacés.

On les représente souvent avec trois cerceaux plats à la manière des anneaux olympiques (fig 1)
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fig 1

mais on sent bien que dans cette représentation, les trois anneaux sont légèrement déformés au niveau de leurs intersections et ne sont donc pas plans : on peut même démontrer que 3 cercles sans point commun en dimension 3 ne peuvent être agencés en anneaux de Borromée : voir  http://paradise.caltech.edu/~cook/Workshop/Math/Borromean/Borrring.html
Par contre avec des ellipses c’est tout à fait possible, par exemple les trois ellipses 
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 , avec a > b ; ces 3 ellipses sont situées dans les 3 plans de coordonnées et sont images les unes des autres par rotation d’un tiers de tour autour de l’axe x = y = z.

Boris Asancheyev, amateur passionné par la fabrication d'objets mathématiques a réalisé cette configuration avec des anneaux de bois (fig 2, vue prise justement suivant l’axe x = y = z)
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(fig 2)

On constate sur la photo que les trois anneaux sont tangents mutuellement : cette contrainte détermine le diamètre 2R de la section des anneaux en fonction des demi-axes a et b des ellipses (a > b)
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fig 3

On voit sur la figure 3 que cette contrainte s’écrit b + R = a – R , d’où R = (a-b)/2 (1) .

Mais M. Asancheyev s’est donné une autre contrainte qui va déterminer la forme des ellipses : pour que les anneaux s’épousent idéalement aux points de tangence, il impose que les courbures en M des deux sections tangentes soient égales.

Comment déterminer cette condition ? Le rayon de courbure en M de la section circulaire est évidemment égal à R. Mais quelle est la courbure de l’autre section, qui est une courbe parallèle à l’ellipse centrale de l’anneau (ce n’est donc pas une ellipse, comme faussement utilisé dans la figure ci-dessus) ?

D’une façon générale, quel est le rayon de courbure d’une courbe parallèle à une distance L d’une courbe de rayon Rc ? La courbe et sa courbe parallèle ayant les mêmes normales, elles ont les mêmes centres de courbure : le rayon de courbure de la courbe parallèle est donc tout simplement Rc  – L si on est du côté du centre de courbure, et Rc  + L sinon.

Le rayon de courbure de l’ellipse en A étant égal à b2/a, l’égalité des courbures en M s’écrit b2/a  – R = R , d’où R = b2/(2a) (2).

On obtient alors a – b = b2/a, soit a2 = ab + b2, soit encore a = b  où  est le nombre d’or.

Ainsi les ellipses de M. Asancheyev sont des ellipses inscrites dans des rectangles d’or, que l’on peut dénommer ellipses d’or. Et, cerise sur le gâteau qui doit ajouter à l’harmonie de la figure, il se trouve que les 12 sommets des trois rectangles d’or dans lesquels sont inscrites les ellipses sont justement les 12 sommets d’un icosaèdre régulier !

Techniquement M Asancheyev a réalisé ses anneaux dans 3 sortes de bois : macassar, citronnier et poirier. Bien sur, l’anneau en poirier a été coupé en 2 pour monter l’ensemble, enserrant une boule de billard.
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[Géométrie]

Les anneaux de Boromée

par Robert FÉRREOL*

Résumé.

A propos d’une sculpture de Boris Asancheyev représentant trois anneaux de Boromée

elliptiques, l’auteur nous explique la méthode de construction utilisée par le sculpteur en

précisant quelques propriétés des rayons de courbure et leur relation avec le nombre d’or.

I Anneaux de Borromée.

Trois anneaux sont dit borroméens s’ils sont disposés

de telle sorte qu’on ne puisse les séparer, mais que si

l’un d’entre eux est coupé, alors les deux autres sont

libérés sans être enlacés.

On les représente souvent avec trois cerceaux plats à

la manière des anneaux olympiques (fig 1)

Fig 1. Les anneaux de Boromée.

mais on sent bien que dans cette représentation,

les trois anneaux sont légèrement déformés au niveau

de leurs intersections et ne sont donc pas

plans : on peut même démontrer que 3 cercles sans

point commun en dimension 3 ne peuvent être agencés

en anneaux de Borromée : voir http ://paradise.

caltech.edu/ cook/Workshop/

Math/Borromean/Borrring.html

Par contre avec des ellipses c’est tout à fait possible,

par exemple les trois ellipses caractérisées respectivement

par :
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b2 = 1 et z = 0
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y2
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z2

b2 = 1 et x = 0

z2

a2 +

x2

b2 = 1 et y = 0

avec a b ; ces trois ellipses sont situées dans les trois

plans de coordonnées et sont images les unes des autres

par rotation d’un tiers de tour autour de l’axe x = y = z.

Boris Asancheyev, amateur passionné par la fabrication

d’objets mathématiques a réalisé cette configuration

avec des anneaux de bois (fig 2, vue prise justement

suivant l’axe x = y = z)

Fig 2. Anneaux de Boromée.

Photo Boris Asancheyev.
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II Un calcul de rayon de courbure

On constate sur la photo que les trois anneaux sont

tangents mutuellement : cette contrainte détermine le

diamètre 2R de la section des anneaux en fonction des

demi-axes a et b des ellipses (a > b)

Fig 3.

On voit sur la figure 3 que cette contrainte s’écrit

b+R = aR , d’où

R =

a􀀀b

2

(1)

Mais M. Asancheyev s’est donné une autre contrainte

qui va déterminer la forme des ellipses : pour que les

anneaux s’épousent idéalement aux points de tangence,

il impose que les courbures en M des deux sections

tangentes soient égales.

Comment déterminer cette condition ? Le rayon de

courbure en M de la section circulaire est évidemment

égal à R. Mais quelle est la courbure de l’autre section,

qui est une courbe parallèle à l’ellipse centrale de l’anneau

(ce n’est donc pas une ellipse, comme faussement

utilisé dans la figure 3) ?

D’une façon générale, quel est le rayon de courbure

d’une courbe parallèle à une distance L d’une courbe

de rayon Rc ? La courbe et sa courbe parallèle ayant

les mêmes normales, elles ont les même centres de

courbure : le rayon de courbure de la courbe parallèle

est donc tout simplement Rc L si on est du côté du

centre de courbure, et Rc +L sinon.

Le rayon de courbure de l’ellipse en A étant égal à

b2

a , l’égalité des courbures en M s’écrit

b2

a

R = R , d’où

R =

b2

2a

(2)

On obtient alors ab =

b2

2a

, soit a2 = ab+b2, ou encore

a = bF où F est le nombre d’or.

Ainsi les ellipses de M. Asancheyev sont des ellipses

inscrites dans des rectangles d’or, que l’on peut

dénommer ellipses d’or. Et, cerise sur le gâteau qui

doit ajouter à l’harmonie de la figure, il se trouve que

les douze sommets des trois rectangles d’or dans lesquels

sont inscrites les ellipses sont justement les douze

sommets d’un icosaèdre régulier !

Techniquement M Asancheyev a réalisé ses anneaux

dans trois sortes de bois : macassar, citronnier et poirier.

Bien sur, l’anneau en poirier a été coupé en deux pour

monter l’ensemble, enserrant une boule de billard.

III Sites Internet

http://paradise.caltech.edu/~cook/Workshop/Math/

Borromean/Borrring.html,
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