COURS MPSI B 3 IL. LIMTES, CONTINUITE niveau 2 R. FERREOL 16/17

II) COMPLEMENTS SUR LES LIMITES.
Dans tout ce chapitre f désigne une fonction de R dans R.

RAPPEL : si I est une partie non vide de R, I’ensemble R = A (I,R) des applications de I dans R muni de I’addition
et de la multiplication est :

- un anneau commutatif, non intégre dés que |I] > 2.
— R
— 0

I —-R

L’¢élément nul de cet anneau est Oy : { I
x r—1

et 'élément unité 1; : {

- un R-espace vectoriel.

1) Définition générale.

Données : zg et [ des éléments de R (on n’impose pas que zo appartienne & Dy) ;

on dit que f a pour limite | en xo ( ou que f (x) a pour limite | quand = tend vers xg, ou encore que f (z) tend vers |
quand z tend vers xg) si pour tout voisinage W de [, il existe un voisinage V' de xq tel que si = est dans V, et f définie en
x, alors f (z) est dans W, de maniére imagée : f () peut étre rendu aussi voisin qu’on veut de [, & condition de prendre
assez voisin de xg :

|VW voisinage de [ 3V voisinage de g / Ve € Dy z €V = f(z) € W|

Soit de la maniére la plus condensée possible :

(YW V(1) 3V eV(w) / F(VNDy) CW|

Notations : [ =limf = lim f(z), ou f — [ ou encore f (z) — .
xo T—xTQ o

r—TQ
PROP (unicité de la limite en un point adhérent a ensemble de définition) :

Si tout voisinage de g rencontre Dy (c’est-a dire que leur intersection est non vide, - on dit alors que xg est adhérent a
Dy) alors il y a unicité de la limite éventuelle de f en zo.

REM 1: ceci justifie la notation fonctionnelle lim f.
Zo

REM 2 : si zp n’est pas adhérent & Dy tout élément | pourrait étre limite de f en zo ; on ne considérera donc que des
limites en des points adhérents a Dy : le fait d’écrire [ = lim f suppose donc que xg est adhérent a Dy.
xo

2) Traduction dans les cas de points finis ou infinis.
PROP : la définition générale de | = limf ci-dessus se traduit des fagons suivantes :
o

[ fini l=+00 l=—o0
Ve >0 Jda>0 Vx € Dy
z€rg—a,zo+a]l=f(z)el—el+¢

Ve >0 Ja>0 Vx € Dy

|z —zol <a=|f(z)-I<e
Ve >0 dJA >0 Vx € Dy
x€[A+oo[=f(x) el —el+¢]

Ve >0 dJA >0 Vx € Dy

r2A=|f(x)—1<e

o fini

Trg = +00

g = —O0

Exemple : une fonction constante admet sa valeur constante comme limite en tout point.
Autres exemples : E1

REMARQUE : la définition ci-dessus englobe le cas des suites qui sont des fonctions (trés) particuliéres ; par exemple, la
définition ci-dessus donne, pour limu, =1l € R :

Ve>0 dA>0Vn2ng n>A=|u,—1|<e
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qui est bien équivalent a la définition classique :

Ve>0 dng 2ng Vn>2ny |u, —I| <e

(prendre ny = max(ng, E (A)) dans un sens et A = ng + 1 dans autre).
3) Limite restreinte, limite stricte, limite & droite ou & gauche.

a) Limite restreinte.
DEF : si A est une partie de R, zg et [ des éléments de R avec zo adhérent a Dy N A, on dit que f admet pour A-limite
[, ou que f (z) a pour limite | quand x tend vers xo en restant dans A si la restriction de f a Dy N A posséde pour limite [,
autrement dit :

‘VW voisinage de [ 3V voisinagede 2o /Vz € DyNA ze€V = f(z) € W‘

On écrit : [ =limfj4 = lim f(x), ou fl4 — [ ouencore f(z) — L[
o :KISA(E() *o T — To

PROP : si f admet pour A-limite | en x, alors elle admet pour A’-limite [ pour tout A’ inclus dans A tel que zq soit
adhérent & Dy N A’ :

lim f(z)=1
zEA
si|(H) : 2751)4 alors [(C): lim f(z)=1
ze Al
xo adhérent & A’ T o

REM : ce théoréme est I’analogue pour les fonctions de celui des sous-suites pour les suites ; il sert principalement &
montrer qu’une fonction n’admet pas de limite en un point.

Application Al : cos et sin n’admettent pas de limite en 400, la fonction signe n’admet pas de limite en 0, la fonction de
Dirichlet § n’admet de limite en aucun point.

PROP :si lim f(x)=1Il1 et lim f(x)=Ilyalors lim f(z) existessil; =Is.
1‘16—1)411‘0 xa:E_z)“sQwo xIEAi)UAQxO
b) Limite stricte.
DEF :sizg € Retl € R, zy adhérent a D¢\ {zo}, on dit que f admet pour limite stricte [, ou que f (x) a pour limite
quand x tend vers xo en restant différent de xo si f admet pour A-limite [ avec A = R\ {xo}, autrement dit

|VW voisinage de [ 3V voisinage de xy / Ve # 2o € Dy z €V = f(x) € W‘

On écrit [ = lim f(x), ou encore f () — .
$ﬁ$0 $ié)$()
Exemple : la fonction nulle en tout point sauf en 0 ou elle prend la valeur 1 n’admet pas de limite (au sens large) en 0,
mais elle admet 0 pour limite stricte en 0.

c¢) Limites a droite et & gauche.
DEF :

- limite & droite : si zp € Ret [ € R, zy adhérent a Dy N [zo, +oo[, on dit que f admet pour limite a droite I, ou que
f (x) a pour limite | quand z tend vers zg en restant > xg, si f admet pour A-limite [ avec A = [z, +00], autrement dit :

|VW voisinage de [ 3V voisinage de o / Vo > 20 € Dy z €V = f(x) € W‘

- limite & gauche : si zg et [ € R, o adhérent & D¢ N]—00,z0], on dit que f admet pour limite & gauche [, ou que
f (x) a pour limite | quand x tend vers xg en restant < xg, si f admet pour A-limite [ avec A = |—o0, 2], autrement dit :

|VW voisinage de [ 3V voisinage de xy / Ve <azp € Dy z €V = f(x) € W‘

On définit de maniére similaire des limites strictes a droite ou a gauche ; sans utiliser les voisinages, ces diverses définitions
prennent 12 formes diférentes :
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[ fini [ =+o00 l=—00
1=l 7@ | o < <
L] I iy
=m0
L] I iy
=g | T
Exemple E2:

La fonction de Dirichlet n’admet pas de limite stricte, ni a gauche, ni & droite, en tout point.

PROP (application directe de la derniére prop de a) : si lim f(z) =1; et lim f(x) =I5 alors lim f () existe ssily = I,
< > T—T0
r—TQ T—T0

et de méme si lim f(x) =1 et lim f(z) =15 alors lim f (z) existe ssi iy = 5.
<
T 530 PR

4) Caractérisation séquentielle des limites.
REM : ”séquentiel” est un anglicisme : ”suite” se dit en anglais ”sequence”.

TH : pour zo et | € R, z¢ adhérent a Dy, I =limf ssi pour toute suite (u,) d’éléments de Dy de limite xo, lim f (u,) = [.
o

D1 (dans le cas zg et [ finis)
Exemples d’applications E4.
CORO : f est continue en xq ssi pour toute suite (u,) d’éléments de Dy de limite zo, lim f (u,) = f (zo) .

NOTE : les propriétés des limites de sommes, produits composées etc. , sont dans le cours de niveau 1.

I1I) COMPARAISON DES FONCTIONS AU VOISINAGE D’UN POINT.

Dans tout ce chapitre f et g désignent des fonctions de R dans R, zg un point adhérent & D = Dy N D,.

RAPPEL : ” Au voisinage de xy, P(z)” signifie qu’il existe un voisinage V' de z tel que P(z) est vraie pour tout = de
VnD.

1) Fonction négligeable devant une autre.
a) Définitions.
DEF : on dit que f est négligeable devant g, ou que g I’emporte sur f, s’il existe une fonction ¢ , telle que, au voisinage
de xo,

fx)= e(x)g(z) avec lim e =0

Zo

NOTATIONS : f < gou f(z) < g(z),0u f =04 (9), f(x) = 04 (9(2)), simplifié en général en f(z) = o(g(x))

r—T(

quand il n’y a pas ambiguité.

REM :si f(z) et g (z) sont non nuls au voisinage de z, la définition s’écrit plus simplement sous la forme :

— 400
xo

f<<g<:>i—>0,ouencore: 'g
foits) gon

f

b) Propriétés de la relation de négligeabilité :
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PL: | f<ge|fl<lgl |, don[o(f (@) =o(f (=)])]

P2:|f(x)=0(1) (ouf§< 1)®1£mf:0

P3: si alors | (C) : limf =1

GD:{f@ﬁQ@)+Mg@»

limg =1
o

P4 transitivité : |o(o(f (z))) = o (f (x))
autrement dit : si|(H) : h < g et g < f‘ alors |(C):h< f

P5 : Comparaison entre < et <

1. f(x) < g(z) au voisinage de zy » f(z) < g(z)

2. f(z) l§<lo g(z) # f(z) < g(x), méme au voisinage de xg

3. Par contre: f(z) < g(z)=|f(z)] <l|g(z)| au voisinage de zo
T—T0

P6 : Multiplicativité : | f (z).0(g (z)) = o (f(2)g (2)) |et |0 (f(x)g () = f () 0 (g (x))|
P7 : Compatibilité avec la somme : [o(f (z)) +o(f (z)) =o(f (z))

P8 : [ Mo (f (2)) =o(f (2)) et o(Mf (x) = o(f (x))]

P9 : si f(x) et g(x) # 0 au voisinage de zg, alors| f < g | <
o

Q|-
SN
|~

¢) Exemples classiques a bien connaitre.

L:sia<pB 2%(lnz)’ <§r 2? (Inz)” ceci Vv, 6

2.sia>pB  z%|nz|’ <, 2? |Inz|® ceci Vv, 8
T—
3. z%(Inz)” < €% ceci Vo,

Tr— 400
e} "
4. € < |z|” ceci Vo
T——00

D2
2) Fonctions équivalentes au voisinage d’un point.

a) Définitions.
DEF : on dit que f est équivalente & g en xg, s’il existe une fonction h , telle que, au voisinage de xg,

f(x)= h(z)g(z), avec limh =1

Zo

NOTATION : f ~gou f(z) ~ g(x)ou f(x)~g(z) il n’y a pas ambiguiteé.
foits) T—x0

REM1 : si f (z) et g (z) sont non nuls au voisinage de g, la définition s’écrit plus simplement sous la forme :

f~g<:>i—>1
o gIL‘o

REM 2 : on peut aussi écrire la définition sous les formes trés utiles :

f@)~g@) e [fl@)=0+o)g@)|e |[f@)=g@) +o(g@)|e] g(@) - flz) =o(g(@))]

b) Propriétés.
P10 : la relation d’équivalence des fonctions au voisinage de z( est une relation d’équivalence (i.e. réflexive, symétrique
et transitive).
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Sil#oaf(x)x_”jw “:)f(x)l—_)»z :

P11 :

par contre, f(z) ~ 0< f(z)=0au voisinage de z¢
T —To

f~g
P12 : si| (H) : { o alors | (C) : limf =1

limg =1
o

P13 : Multiplicativité : si | (H) : f (z) ~ g (x) ‘ alors ‘ (C):h(x) f(z)~h(x)g(x) |

d'oit | si (H) :{ / ((gf)): g ((Jf)) alors [(C) : /(@) (@) ~ g (@) k(@) |

P14 :

. f(z) et g(x) # 0 au voisinage de zg et o € Z p P
ot { ou f(x) et g(z) > 0 au voisinage de Oxg et €R alors| [ (2) ~ g (x) < ‘ (f (2))" ~ (g (2)) |

1 1

~N —

flx)  g(x)

< en particulier :

P15 : (équivalent d’une composée ) :
sif(u) ~ g(u)etu(~z) — wuoalors f(u(z)) ~ g(ulz))
PAR CONTRE : u (z) ~ v (z) NIMPLIQUE PAS EN GENERAL f (u(z)) ~ f (v(z)) , en particulier pour f =exp.
POUR OBTENIR UN EQUIVALENT DE e“(®), il faut développer u (x) en v (x) 4 o (1) (et non o (z)).

Alors e¥(®) = gv(@)+o(1) — gv(z)go(l) , gv(@),

P16 : (théoréme des gendarmes pour les équivalents) :

si (H){ gg; f {Lg; f Zg)) au voisinage de o alors ‘ (C): f(x) ~k(x) ‘

QUE FAIRE EN FACE D’'UNE SOMME 7

si|f (2) << g(2) | alors (f(x) +9 () ~ g ()

Autrement dit si 'une 'emporte sur autre; ’équivalent c’est celui qui ’emporte.

Si| f(z) ~Ah(z) et g(x) ~ ph(x) | alors (f (x)+g(x)) ~(A4+p)h(x) SAUF SIA+pu=0

dans ce dernier cas il faut développer f (x) et g (z) avec au moins deux termes.
¢) Equivalents classiques.

- une fonction polynome est équivalente en +o0o a sa fonction monéme de plus haut degré et en 0 a celle de plus bas

degré.
n ~  apz"sia, #£0
E akCI}k r—+00
~ apx? sia, #0
k=p z—0
- plus généralement :
n
E apr* (lnx)ﬁ’“ et Ap T (lnx)ﬁ" siay <ag <..<apeta, #0
k=1
sinu ~ tanu ~ In(l4+u) ~ e“—1 ~shu ~ |u
u—0 u—0 ( ) u—0 u—0 u—0
D3
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2
u
1—cosu o >
D4
(1+u)*—1 ~,
D5

|sinu:u+0(u)|,|tanu:u+o(u), In(l1+u)=u+o(u) ,
2

) cosuzl—%—l—o(uz) ,|(1—|—u)a:1+au+0(u)|.

,|e“:1+u+o(u)

‘shu:u—i—o(u)

REM : écrire cosu = 1 4 o (u) suffit souvent.

2
PAR CONTRE, ECRIRE cosu ~ 1 — %, qui n’est pas faux, NE SIGNIFIE PAS AUTRE CHOSE QUE cosu 0 1;

cosu ~ 1+ 18u? est tout aussi exact !!!
3) Fonction dominée par une autre au voisinage d’un point.

DEF : on dit que f est dominée par g au voisinage de xg, (ou que f est au plus de l'ordre de g) §'il existe une fonction
b, telle que, au voisinage de x,

| f(x) = b(z)g(z) avec b bornée au voisinage de xg

Autrement dit s’il existe un voisinage V de z( et un réel k£ > 0 tel que pour x dans V'

|f (@) < klg ()

NOTATION : f(z) = O (g (x)).

REM : si f (z) et g (z) sont non nuls au voisinage de z, la définition s’écrit plus simplement sous la forme :

f@)=0(g(x)) < <§) est bornée au voisinage de zy < (‘g') est majorée au voisinage de xg

Exemple : zsin (z) = O (z) (quel que soit x).

Suite hors programme :
DEF 1:si f =0(g) et g = O(f), autrement dit §’il existe un voisinage V' de xg et deux réels k, k' > 0 tel que pour x
dans V

klg (@) < [f (z)] < K'|g ()]
on dit que f et g sont "du méme ordre en xy”.
REM : ceci arrive si f ~ Ag en xp avec A # 0.
DEF 2 : si, pour un entier n > 0, f () et 2™ sont du méme ordre quand z tend vers l'infini, on dit que f (x) est un
infiniment grand d’ordre n ,
et si, pour un entier n > 0, f (x) et ™ sont du méme ordre quand z tend vers 0, on dit que f (x) est un infiniment petit
d’ordre n.

Exemples : sinz est un infiniment petit d’ordre 1 en 0, 1 — cosz est un infiniment petit d’ordre 2 en 0, une expression
polynomiale de degré n est un infiniment grand d’ordre n en l'infini.

IV) CONTINUITE GLOBALE
1) GENERALITES.

a) Fonction continue sur une partie de R.
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DEF : soit I une partie de Dy ; on dit que f est continue sur I si la restriction de f a I est continue en chaque point de
I, autrement dit si
Voo eI lim f(x) = f(z0)
T €

T — To

soit

Remarquer qu’ici, le o dépend de ¢ et de xg.
b) Fonction lipschitzienne (Rudolf Lipschitz, 1832 - 1903).
REM :

Ja>0 / |-zl Sa=|f(2) - f(zo)| <e

est forcément vérifié si on a

|f(z) = f(20)| < K |z — 20|
d’ou la
DEF : pour K > 0, f est dite K-lipschitzienne sur I si

[V €1 |f (@)~ (@) < K| ~al|

et elle est dite lipschitzienne s’il existe un K > 0 telle que f soit K-lipschitzienne.
Interprétation graphique.

PROP : une fonction lipschitzienne est une fonction a taux d’accroissement borné ; plus précisément, f est K-lipschitzienne
sur [ ssi
Ve £a2' €l |ty (z,2")| < K

D6

Exemples E5 :
x — % est 2A—lipschitzienne sur [—A, A] mais pas lipschitzienne sur ]—oo + oo|

1
x +— /x est —=—lipschitzienne sur [¢, +oo[ mais pas lipschitzienne sur [0, +-00[

2/

1 1
T — — est gflipschitzienne sur [e, +oo[ mais pas lipschitzienne sur |0, +00]
x

¢) Fonction uniformément continue sur une partie de R.

DEF : on dit que f est uniformément continue sur I si

Ve>0 Ja>0 Vr,zo€l |z—xo|<a=|f(z)— f(zo)|<e

CNS a partir des suites : f est uniformément continue sur I ssi pour toutes suites (u,,) et (v,,) d’éléments de I

lim (u,, — v,) = 0= lm (f (up,) — f (v,)) =0

(alors que f est continue sur I ssi pour toute suite (u,) d’éléments de I
limu, =1l l=lmf(u,) =f()

D7

PROP : f lipschitzienne sur I = f uniformément continue sur I = f continue sur I, mais les réciproques sont fausses.

D8

REM : on en déduit que si I est un intervalle et si f lipschitzienne sur tout segment [a, b] inclus dans I alors f est continue
sur I. La encore, la réciproque est fausse.
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d) Fonction continue sur un segment.
TH (de Heine) : toute fonction continue sur un segment de R est uniformément continue sur ce segment.
D9
2) THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES ET THEOREME DE WEIERSTRASS.
a) Divers énoncés du théoréme.

THEOREME (forme 1 du théoreme des valeurs intermédiaires, appelée aussi ”lemme de Bolzano”) :
Une fonction continue sur un intervalle ne peut changer de signe sans s’annuler ; plus précisément :

si| (H) : { f estfc(c;gt}n(t; ngb [2, ) alors | (C):3celab]/ fle)= 0|

D10

COROLLAIRE (forme 2, habituelle, du théoréme des valeurs intermédiaires) :

Une fonction continue ne peut passer d’une valeur & une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires ; plus
précisément :

si‘ (H) : f est continue sur [a, b] ‘ alors ‘ (C) : Vyo € [f(a), f(B)] Tzo € a,b] / f(x0) =10 |

D11

REM : (C) s’écrit plus simplement sous la forme : [f (a), f (b)] C f ([a,b]) .

COROLLAIRE (forme 3 du théoréme des valeurs intermédiaires) :
L’image continue réelle d’un intervalle de R est un intervalle de R ; plus précisément :

s | () :{ f est continue sur I

T st un intervalle alors ‘ (C): f(I) est un 1nterva11e|

D12
b) Applications

Al : si f est continue sur un intervalle I et si f change de signe sur I alors I’équation f (x) = 0 admet au moins une
solution dans I.

A2 : si f est continue sur intervalle ouvert Ja, b[ avec a < b et si lim f(z) < 0, lim f(z) > 0 (ou lim f(z) > 0, lim f(z) < 0),
> < > <

r=a r—=b r5a z—=b
alors ’équation f (z) = 0 admet au moins une solution dans |a, b[ ; si de plus f est strictement monotone sur I, cette solution
est unique.
D13

A3 : sin est pair, tout réel > 0 posséde une unique racine n-iéme > 0 ; si n est impair, tout réel posséde une unique
racine n-iéme réelle.
D14

Notation : /z.

A4 : tout polynome a coefficients réels de degré impair posséde au moins une racine réelle (ou toute équation polynomiale
a coefficients réels de degré impair posséde au moins une solution réelle).
D15

A5 (définition de e) : il existe un unique réel z > 1 tel que Inz = 1.
D16

A6 : le probléme du randonneur : un randonneur part un jour J de la vallée & 8 heures et monte a un refuge ; le jour
J +1, il part du refuge & 8 heures et redescend par le méme chemin ; démontrer qu’il existe un point de son chemin ou il est
passé la veille exactement & la méme heure.

D17
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A7 : TH de monotonie d’une fonction continue injective :
Une fonction de R dans R injective sur un intervalle I et continue sur I est strictement monotone sur I.

REM : Bien voir que ce théoréme devient faux si ’on 6te I'une des 3 hypothéses en gras.

D18
Démonstration n°1 :

Soit f continue et injective sur I , intervalle.

Raisonnons par I'absurde en supposant que la fonction f n’est pas strictement monotone sur 1.

Il existe alors dans I : a < b < c tels que f(b) & [f (a), f(c)] (f (D) # f(a) et # f(c) grace a I'injectivité).

Si f(b) < min(f(a), f(c)) on choisit un y € |f (b),min (f(a), f(c))[ et si f(b) > max(f(a), f(c)) on choisit un y €
Jmax (f(a), f(c)), f B)[-

Des lors, le TVI (appliqué une fois sur ]a,b| et une fois sur]b, ¢[) dit qu’il existe z; €]a, b] et zo €]b, c[tels que f(z1) =y
et f(xq) =y. Clest absurde puisque f est injective. Donc f est bien strictement monotone sur I.

Démonstration n ° 2:
f est continue sur I intervalle

Ve,yel x#y=f(z)# f(y)

Hypothese {

Soient xqg et yg dans I avec xg < gy ; alors, soit f (xq) < f (yo), soit f(xq) > f (yo) : on va se placer dans le premier cas
et montrer que f est croissante (de la méme fagon, on montrerait que f est décroissante dans le deuxiéme).

Soient 21 < y1 € I : le but est de démontrer que f (1) < f (y1);
x(t) =txy + (1 —t)xg = bar ((x1,1), (0,1 — 1))

y(t) =ty1 + (1 = t)yo = bar ((y1,1) , (yo, 1 — 1))
Comme [ est un intervalle, z (t) et y (t) appartiennent toujours a I.

Pour t € [0, 1], posons {

Posons enfin g (t) = f (y (t)) — f (z (¢)) ; g est continue sur [0,1] et g (0) = f (yo) — f (z0) >0

1 <Y1

Zo < Yo
[0,1] ; par le théoréme des valeurs intermédiaires on déduit alors que ¢ (1) = f (y1) — f (1) > 0 : on bien montré que f est
strictement croissante.

=z () <y() Vtel0,1]; la propriété d’injectivité de f montre alors que g ne s’annule jamais sur

A8 : si f est continue sur Uintervalle I et oo = 1Iéf1f (z),B =supf (z), alors
z zel

f(I) = [O‘7B]v[a76[7]avﬁ] ou ]avﬁ[
D19

¢) Type de l'intervalle f (I) en fonction du type de I.

Remarquons que 'image continue d’un intervalle ouvert est un intervalle qui peut étre de n’importe quel type.
D20

On a par contre le

THEOREME DE WEIERSTRASS (ou théoréme des bornes atteintes) :
L’image continue d’un segment est un segment ; plus précisément :

si‘ (H) : f est continue sur [a, b] ‘ alors ‘ (C): Jo, B R/ f([a,b]) = [e, F] ‘

REMARQUE : ce théoréme peut aussi se mettre sous la forme :

(H) - f e?,t continue sur [a, ] 1 (©) : 1. «, 8 sont réels (autrement dit, f est bornée)
o= ;Iélgf (x),B = ilél?f (z) | &ors "1 2.o,8€ f([a,b]) (autrement dit, f "atteint ses bornes”)

On dit donc couramment : ”une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes”.

si
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De plus les choses se passent également bien quand la fonction est strictement monotone :

PROP : si f est strictement monotone et continue sur Uintervalle I, alors I et f (I) sont de méme type ; plus précisément,

si f est continue sur [ et a < b:

f est strictement croissante sur I | f est strictement décroissante sur
I'=lab] | f(I)= f) =
I=la,b] | f(I)= f) =
I'=a,b[ | f(I)= f) =
I'=la,b[ | f(I)= f) =

10



