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VI) FONCTIONS USUELLES.

1) FONCTIONS LOGARITHME
a) Introduction.

On recherche des fonctions transformant des produits en sommes, i.e.

fzy) = f(2)+ f(y)

Rem : si une telle fonction est définie en 0, alors elle est nulle partout, ce qui est peu intéressant.
D1

Par contre, on va démontrer le

TH : Si

{ Va,y >0 f(zy) = f(z)+ f(y)
et f est dérivable sur |0, +oo|

alors f(1) = 0 et il existe une constante k telle que

Ve >0 f'(x)zg

D2

1
DEF : On désigne par In (logarithme népérien) 1'unique primitive de la fonction z — — sur ]0,+oo[, qui s’annule en 1,
x

autrement dit : N
T dt

1 t

Inz =

REM : la conclusion du TH ci-dessus peut donc s’énoncer :

JFkeR / f=khn

D3

b) Propriétés de la fonction In.

Pl1Vzx,y >0 Inzy=Inz+1Iny
P2 VneN Vz>0Ina" =nlnz

P3Vx >0 lnl =—Inx

P4 VneZ V;> 0lnz"=nlnx

P5 VreQ Vr>0Inz"=rlnz

P6 la fonction In est strictement croisssante sur |0, +o00|
P7 lim Inz = +4oo, glgig(l)lnx = —00

T— 400
P8Vz >0 Inz <z —1 (abien visualiser)
P9 V>0 Inz <2(y/z—1)

. nx .. .
P10 lim —— =0 (& savoir interpréter graphiquement)
r—+o0 T

P11 limzlnxz =0

x—0
P12 fim 2L+ 2)
x—0 X

=1

D4
¢) Etude de la fonction In et définition de e.
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PROP et DEF : il existe un unique réel e > 1 tel que Ine = 1 ; la tangente a la courbe de In au point de coordonnées
(e, 1) passe par O.

D5
On démontre que e ~ 2,718 28 18 28 45 90 45..... (plus facile a retenir que 7 !)

d) Fonctions logarithme de base a.

Le théoréme D3 du 1) est en fait une équivalence :

Va.y >0 f (y) = (@) + 1 (1) _
{ f est dérivable sur ]0, +o0] < JdkeR / f=kln

D6
DEF : si a > 0 et # 1, la fonction logarithme de base a est 'unique fonction dérivable f sur |0, 4+oo[ vérifiant

Yo,y >0 f(zy) = f(x)+f(y) et fla) =1

Notations : log,, log;, = log (en python : In s’écrit log , et log : log10)

PROP :
Inx
P1 V>0 log,x = =
P2 Va,b,c >0, a,b#1 log,b.log,c=1log,c (relation de Chasles)
D7

2) Notions sur les fonctions réciproques.

DEF : f est une fonction de R dans R définie sur une partie I de R (mais pouvant étre définie sur un ensemble plus grand
que I);soit J=f(I)={yeR/Fz R /y= f(x)} 'image de I par f.

On dit que la restriction de f a I posséde une fonction réciproque si pour tout y de J il existe un unique élément x
de I tel que y = f(z). Dans ce cas, on définit la fonction réciproque f~! de f sur I comme la fonction qui & y de J fait
correspondre cet élément x.

On a donc

y=f(z)aveczx € [ o x=f"'(y) avecy € J

REM 1 : M(z,y) appartient & la courbe de f sur I ssi N(y,x) appartient & la courbe de f~! sur J : ces deux courbes
sont symétriques par rapport & la premiére bissectrice.

REM 2 : si f est strictement monotone sur I, alors f posséde sur I une fonction réciproque, mais la réciproque est fausse.

D8
* Continuité de f~!

TH : si f est strictement monotone et continue sur un intervalle I, alors f~'est strictement monotone de méme sens que
f et continue sur J.

D 9 (pour la monotonie seulement) .
* Dérivabilité de f~1.

TH : si f est strictement monotone et dérivable sur un intervalle I, alors f~1 est dérivable en tout point y = f(x) de J

tel que f/(z) # 0 et alors
_1y/ _ 1 - 1
V=5 = 7w
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Si f’ (z) = 0, alors la tangente & la courbe de f~! en N(y,z) est verticale.

D10 (tres partielle).

Exemples : E1 : f (z) = 22,23, 2% + x, x3 — 3z (cf. exercice 1)

3) FONCTIONS EXPONENTIELLE
a) Définitions et propriétés de la fonction exp.

DEF : la fonction exp est la fonction réciproque de In :

r=expy<y=Inzx

Justification de cette définition : D11

Propriétés :

D12

PlVz,y exp(x+y)=exprexpy
P2Vx exp(—z) =
exp T

P3 Vo Vr e Q exp(rz) = (expz)”
P4 expl =e

NOTATION : comme expr = e" pour r rationnel, expx est noté e* pour tout x réel ; les propriétés précédentes se

réécrivent donc

b) Etude de la fonction exp .

PROP : I'ensemble de définition de exp est R, et elle y est dérivable (donc continue).

Calcul de exp’ :

D13

CORQO : les solutions de ’équation différentielle ¢y’ = ay sont les fonctions du type

D14

D15

Tracé de la courbe.

Pl Vz,y €Y = e%e¥
P2Vz e* = Piz

P3 Vz VreQ e =(e)"
P4 el =e

exp’y = expy

r— e AeER

P6 lim e* =+o00, lim e* =0
T—~+00 T——00

T

P7 lim & = 400 (interprétation graphique)

r——+00 I

P8 lim ze* =0

Tr——0Q

T
P9 lim & -

z—0 T

1
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¢) Exponentielle de base a

DEF :si a > 0 et # 1, la fonction exponentielle en base a est la réciproque de la fonction logarithme en base a :

r =exp,y (oua?) & y=log,x

PROP :

Vr € R exp, s =a® =e*ne

log, (b*) = zlog, b

D16

Remarque : il faut comprendre log, * comme I'exposant de a si I'on exprime x comme puissance de a ; par exemple,
log(2014) est le nombre z tel que 2014 = 10% ; on trouve 2014 = 103304059466.....

d) Symbole a®.

DEF :
1 a® =1 quel que soit a (y compris a = 0)
2 sibest un entier > 0 a® = a.a.....a quel que soit a
——
i fois
3 sibest un entier <0 a’ = — seulement pour a # 0
a
4 sia >0 et b quelconque, a® = ™,
REMARQUES :

- a® n’est donc défini pour tout b que si a > 0 ; si vous devez étudier une fonction x — a(x)b(””) vous devrez toujours
Iétudier pour a(z) > 0.

- /x est défini pour tout z, tandis que z1/3 n’est donc défini que pour z > 0 !
PROPRIETES :
1 a"*°=dba® (a>0)
b
2 ab_c:F (a>0)
3 (") =a=(a)" (a>0)
D17

Exemple de mésaventure pouvant arriver si I’on ne prend pas a > 0 :

ATTENTION : o’ se lit a(®*) , de méme, en python, a**b**c est interprété comme a**(b**c) mais attention, sur certaines
calculatrices, a A b A ¢ est interprété comme (a A b) A ¢ !!!!
Moralité : en informatique, mieux vaut mettre les parenthéses.

e) Fonctions puissances.
Etude de la fonction z — z® suivant les différentes valeur de a.

D18

(0 (0%

x
Exo : déterminer lim ——, puis lim
> +ap P 1428

suivant les valeurs de « et (3.
e—too] 230
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4) FONCTIONS HYPERBOLIQUES
a) Définitions.

DEF : Les fonctions cosinus et sinus hyperbolique sont respectivement les parties paire et impaire de la fonction expo-
nentielle :

el e " ef —e”

chz (ou cosh z) = 5 shz(ou sinh z) = 5

Les fonctions tangente et cotangente hyperbolique sont définies par :

h h
th = (ou tanh z) = %,cothx = %

Remarque :

b) Propriétés.

e =chx+shz
e " =chxz—shx
ch®z —sh’z =1

1
1—th?z = 5
ch”x

coth’?z — 1 =

1

qhz

ch (a+b) =ch ach b+ shashb, ch( b) = ch ach b—shashb

sh(a+b) =shachb+chashb, sh(a—b)=shachb—chashbd
tha-+thb tha—thbd

R TP A S T PR Y

1
|
{
|
1

Lo 1 —th’x
+1 T
chxfﬁ, avect:th§

ch 2z = 2ch?z — 1
1—i—chac—2ch2

ch 2x*1+23h2

Ch$71*28h2‘;

2th x
1—th%z

2t
shx = 1T avec t :thg

sh2x =2shxcoshx =

D19
b) Etude de ch et sh.

PROP : ch et sh sont dérivables sur R, et ch’ = sh et sh’ =ch.

REM : sh’ (0) =ch(0) = 1 donc ShTu — 1.

u—0
Tableau de variations et limites au bornes.

1
REM : les courbes de ch et sh sont asymptotes en +oo a la courbe de = — 56’” .

Tracé des courbes.
D20
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¢) Etude de th et coth.

1
PROP : th est dérivable sur R, et th’ = - 1— th? (& savoir par coeur).
c

coth est dérivable sur R, et coth’ = i 1 — coth? (inutile de retenir).
s

D21
Tableaux de variations et limites au bornes.

Tracé des deux courbes dans le méme graphique.
Pourquoi des fonctions circulaires et hyperboliques 7

Car elles permettent de paramétrer, les premiéres un cercle, les deuxiémes une hyperbole, en effet :

5 5 T = cost
¥*+y*=1<3IFHelR / y = sint
2 .2 CL‘::l:Cht
*—y*=1<JHeR / y = sht

5) FONCTION RECIPROQUE DE sin.

DEF : la fonction arcsin (ou sin™') est la fonction réciproque de la restriction de sin a [—g, g] :
T = arcsiny y =sinz
PEN T
yel-1,1] ve [f— —}
Justification de cette définition : D22
Exemples de calculs : E2
PROP : l'ensemble de définition de arcsin est [—1, 1], elle y est continue, mais elle n’est dérivable que sur | — 1, 1].

D23

Tracé de la courbe.
Calcul de arcsin’ :

. 1
arcsin’ y = ——
1—92
D24
CORO :
Toodt .
Vo e]-1,1] / = arcsinz
0 1—¢2
D 25

PROP : la fonction arcsin est impaire :
Vo € [-1,1] arcsin(—z) = —arcsinz
D26

6) FONCTION RECIPROQUE DE cos.
DEF : la fonction arccos est la fonction réciproque de la restriction de cos a [0, 7] :

T = arccosy Y = COST
y € [-1,1] x € [0, 7]



COURS MPSI B1. VI. FONCTIONS USUELLES R. FERREOL 16/17

Justification de cette définition : D27

Exemples de calculs : E3

PROP : l'ensemble de définition de arccos est [—1, 1], elle y est continue, mais elle n’est dérivable que sur | — 1, 1].
D28

Tracé de la courbe ; pb du point d’intersection des courbes de cos et d’arccos.
Calcul de arccos’ :

, 1
arccos’ y = —————
1—92
D29
PROP : on a les relations :
Ve € [-1,1] arccos(—z) =7 — arccosx
Ve € [-1,1] arccosxz =m/2 — arcsinz

D30
Rem : la deuxiéme relation montre que les deux courbes sont symétriques par rapport a la droite : ......
Ceci fait qu’on utilise plutot la fonction arcsin, qui est impaire.

7) Fonction réciproque de tan.

T
DEF : la fonction arctan est la fonction réciproque de la restriction de tan a ] 53 [ :

Yy =tanx
x €]-m/2,7/2]

T = arctany < {
Justification de cette définition : D31
Exemples de calculs : E4
PROP : 'ensemble de définition de arctan est R, et elle y est dérivable (donc continue).

D32

Tracé de la courbe.
Calcul de arctan’ :

arctan’y = 5
D33
CORO :
Toodt
Vo € R / —— = arctanz
o 1+1¢2
D34

PROP : la fonction arctan est impaire :

Vr e R arctan(—z) = —arctanz
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PROP :
™ .
1 — —arctanz six > 0
arctan — = T )
T —§—arctanx six <0
tout court si ab < 1
arctana + arctanb = arctan T A +mwsiab>1letaetb>0
-a —msiab>1letaetb<0
D35

1 1
E5 : calculer arctan 5 + arctan g; arctan 2 4 arctan 3.

Exercice : définir de la méme fagon la fonction arccot, réciproque de cot sur J0, [, et montrer la relation :

Vr e R arccotz = m/2 — arctanz

Suite HORS PROGRAMME : FONCTIONS HYPERBOLIQUES RECIPROQUES.
8) FONCTION RECIPROQUE DE sh.
DEF : la fonction argsh (ou argsinh) est la fonction réciproque de sh :

x =argshy & y=shz
Justification de cette définition : D36

NOTE : arg est l'initiale d’argument, & prendre dans le sens suivant : Pargument de f(z) est x.
PROP : argsh est dérivable, donc continue sur R.

D37

Tracé de la courbe.
Calcul de argsh :

D38

CORO :

Toodt
Ve e R = argsh z
0o V1+1t?
PROP : la fonction argsh est impaire.

9) FONCTION RECIPROQUE DE ch.
DEF : la fonction argch est la fonction réciproque de la restriction de ch a [0, +oo] :

x = argch y y=cha
y € [1,400] x € [0, +oo|

Justification de cette définition : D39

PROP : l'ensemble de définition de argch est [1,4o0], elle y est continue, mais elle n’est dérivable que sur |1, 4+o00].

D40
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Tracé de la courbe.
Calcul de argch’ :

1
argch’'y =
gen'y o1

D41
10) FONCTION RECIPROQUE DE th.
DEF : la fonction argth est la fonction réciproque de th :

x = argth y _

{ yel-1,1| Sy=tha

Justification de cette définition : D42
PROP : 'ensemble de définition de la fonction argth est |[—1,1[, et elle y est dérivable (donc continue).
D43

Tracé de la courbe.
Calcul de argth’ :

argth’y =
D44
PROP : la fonction argth est impaire.

EXERCICE : montrer les expressions explicites :

1.1
argth x = éln%i, argch z =In (z 4+ V22 — 1) ;argsh = In (z + Va2 + 1) .



