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Dans tout ce cours, K désigne un corps commutatif.
I) DEFINITIONS
1) Corps des fractions rationnelles & coefficients dans un corps.
PROP (admise) et DEF : pour tout anneau commutatif intégre A, il existe un corps noté K (A), unique & isomorphisme
pres, contenant A comme sous anneau et dont tout élément s’écrit comme le quotient d’un élément de A par un élément non

nul de A : “
K(A):{E/a,beA,byéO}

Ce corps K (A) s’appelle le corps des fractions de A.

Exemple : Q est le corps des fractions de Z.

DEF : le corps des fractions de ’anneau des polynomes & coefficients dans K est appelé le corps des fractions rationnelles
a coefficients dans K, et noté K (X) :

K(X)= {% /A,BEK[X],B#O}

Une fraction rationnelle est donc le quotient de deux polynomes.
2) Ecriture sous forme de fraction irréductible.

A
PROP : toute fraction rationnelle F' € K (X) s’écrit de fagon unique sous la forme F = B avec A et B polyndmes

premiers entre eux et B unitaire ; A est le numérateur réduit de F' et B son dénominateur réduit. On dit que A/B est la

forme irréductible de F.
D1

n+1l _ 1
E1 : forme irréductible de

3(X2-1)
3) Racines et poles d’une fraction rationnelle.
DEF : les racines d’une fraction rationnelle sont les racines de son numérateur réduit, et ses poles celles de son dénomi-
nateur réduit, avec les ordres de multiplicité correspondants.

E2 : racines et poles de , sur R, sur C.

X2(X+1)
REM : sur C, toute fraction rationnelle qui n’est pas un polyndéme a au moins un pole.

4) Degré d’une fraction rationnelle.
A C
PROP et DEF :si F' € K (X) s’écrit 5 et D alors deg A —deg B = deg C' — deg D ; par définition, cet entier est le degré
de F.
D2

REM : une fraction rationnelle de degré positif n’est pas forcément un polyndéme !
PROP : si F et GG sont deux fractions rationnelles, alors

|deg (F + G) < max (deg F,deg GG) , deg (F'G) = deg F' + deg G

D3

5) Substitution d’un scalaire & I'indéterminée ; fonction rationnelle.

B

(z)
B (z)

DEF : si F' est une fraction rationnelle d’écriture irréductible A/B et x un scalaire non pole de F, on pose F(x) =

; la fonction rationnelle associée a F, d’ensemble de définition K\ {poles de F'} est la fonction z — F (x).

PROP : si deux fractions rationnelles prennent les mémes valeurs en tout point d’une partie infinie de K, alors elles sont
égales.

D4

DEF : une fonction f de K dans K est dite rationnelle sur une partie I de son ensemble de définition s’il existe une
fraction rationnelle F' € K (X) telle que Vx € I f (z) = F(x).

REM : d’apres la prop. ci-dessus, cette fraction rationnelle est unique si I est infini.

6) Partie entiére d’une fraction rationnelle.

A C
PROP et DEF : si F € K (X) s’écrit 5 et D’ alors le quotient de la division euclidienne de A par B est le méme que

celui de la division euclidienne de C' par D ; on appelle ce polyndome la partie entiére (ou polynomiale) de F ; notation :
E(F)ou |F].
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F — E (F) est la partie fractionnaire de F.

La fonction polynémiale associée a la partie entiére de F' est appelée la partie entiére de la fonction polynomiale associée
aF.

D5

E3

PROP : si F' est de degré < 0, E(F) =0, et sinon deg (E (F)) = deg (F') (et donc E (F) =0 < deg F < 0).

D6

CNS : un polynome @ est la partie entiére d’une fraction rationnelle F' si et seulement si F'— @ est de degré strictement
négatif.

D7

APPLICATION : la partie entiére d’une somme est la somme des parties entiéres :

E(F+G)=E(F)+E(Q)

D8
REM : ceci différencie la notion de partie entiére dans les entiers et dans les rationnels.

APPLICATION : la partie entiére d’un fonction rationnelle f de degré > 0 est une fonction polynomiale asymptote a f
au voisinage de 4+00 et —oo.

1) DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES.
1) Introduction sur des exemples.
E4

2) Partie polaire d’une fraction rationnelle.
TH 1: Soit F' € K (X), xo un pole d’ordre k de F ;

alors il existe un unique (ay, ..., ax) € K* et une unique G € K (X) tels que

a1 ag
F = 4+t —+4+G
X —x9 (X—ZL‘())k

avec xg non podle de G

ai

+ ...+
X —xo (X — ZL‘O)
pole o (et a; est le résidu tout court).

DEF :

7 est la partie polaire de F' relative au pole zg et aq est le résidu d’ordre q de F relatif au

A
Nous allons d’abord montrer un LEMME : Soit F' = m € K(X), (xg pole d’ordre k > 1 de F') , alors il existe
— 20
A
un unique ag € K et une unique G = ﬁ € K (X) ayant g pour pole d’ordre k — 1 tels que
(X — o) Q1
F=—% _.1q
(X — .Io)
A (CL‘Q)
Ona: ap=
Q (20)
ANALYSE

A ag Al

siF | = = = =t =}
(X —z0)" Q (X —z0)" (X —z0)" @
donc, en faisant X := xg

A A
en multipliant par (X — 20)" , on obtient : 0 = ap+(X — mo) ==,

@

N A (:L‘o)
= Qo)
SYNTHESE | A A—aQ
_ Ao G—F_ ay _ _ Ok = —ak
o O ) T T s (X me K ol (Xm0 Q
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Comme (A — a;Q) (zo) = A (zg) — arQ (z9) = 0, il existe Ay tel que A —ap@Q = (X — x0) 4
Qg A1
E T h—1
(X — ) (X —z0)" Q

et on peut écrire F = ce que nous voulions (et remarquons qu’on a méme Q1 = Q)

Exemple :

X+1 a X+1 A

(X —1)*(X2+1) (X—1)2+(X—1)2(X2+1) (X—1)2_(X—1)2+ (X —1)*(X2+1)

(X — 1) - (X -1 (X2+1)

(X—1)2+(X*1)(X2+1)

T ox-—1? X1 +(X—1)(X2+1)+X—1

(X71)27X—1+(X—1)(X2+1)

X_1)) X-1' (xz+1)

D9 par récurrence sur k :
Pour k=0, G=F

Supposons que le théoréme 1 soit vrai a 'ordre k — 1, et montrons-le & ’ordre k.

A
Soit donc xo un podle d’ordre k de F'; on a donc : F' = m ol A et @ sont des polyndmes, @ (z) # 0.
— 20
. A
D’aprés le lemme F' = Rl =+ ! — > ak unique.
(X —z0)" (X —m) " Q 4
On applique 'hypothése de récurrence a Fy = m et on obtient bien
— 2
ay ag ai k-1 ai ag
= ———+h-= + todt——gg+G=+ +.t————=+G
(X -z (X —w) X (X — )" X — o (X — o)

avec xg non podle de G
les a; uniques, donc G aussi.

Remarque : cette démonstration est algorithmique (méme si on verra des méthodes plus simples plus loin) ; on détermine
Az . ay, o .

ap = ( 0), puis F} = F — 71‘16 ; on simplifie par X — ¢ et on détermine a;_1 etc.

Q (x0) (X — z0)

TH 2 : toute fraction rationnelle est somme de ses parties polaires et d’une fraction rationnelle sans pole ; cette écriture
s’appelle la décomposition de F en éléments simples de premiére espéce.

avec () sans racine dans K, alors

Plus précisément, si F' = a a
P X —2)™ .. (X—2,)"Q

B
F=F+.+F+ 6 ou F; est la partie polaire de F' relative a x;

D10

COROLLAIRE : toute fraction rationnelle de dénominateur scindé est la somme de ses parties polaires| et de sa partie entiére.

D11
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3) Calcul direct du résidu d’ordre maximum.

A a a
On sait que si F = —= = = LS k
B (X -z0)"Q X —uo (X — o)
du polynéme @, qui n’est parfois pas simple a obtenir ; mais la prop suivant permet de calculer a; uniquement a partir de

Aet B:

= + G alors a, = —— ; ceci nécessite la connaissance

PROP : a; = k!;%aéo)), et donc, en particulier si zy est un poéle simple :
Zo
A (20)

" B(w)
D12
APPLICATIONS E5

A L
)B=(X—21)...(X —z,), G—E = 2 X F o
1

2) sur (C, ﬁ B P

4) Décomposition en éléments simples de premiére et deuxiéme espéce dans R[X].

TH : soit F = 5 une fraction rationnelle réelle irréductible dont le dénominateur est décomposé en produit de facteurs

irréductibles : B = (X —x1)*" ... (X —2,)" (X2 +w X + 1)1)61 (X2t ugX + vq)ﬁq :

Alors on peut écrire, sous une unique forme :

a a
F = E(F)+( = +...+L)al)+...+< Zpl +...+$)

X—-n (X —x X —xp (X —xp)™
b1 X + big. X +c b1 X + bogs X +c¢
211 C11 Lo 18, 16, . T 2q1 Cq1 Lo aBy a8, .
X +U1X+'U1 (X2+U1X+'U1) 1 X +UqX+'Uq (X2 +qu+Uq) q
2X° + X2 +38

Par exemple : 5 s’écrit sous la forme :

(X —2)% (X2 +2X +2)

I11) METHODES PRATIQUES DE DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES.

NB : fonction { mathematica Apart[F]

maple de décomposition en éléments simples : { convert (F,parfrac,x)

Cas du dénominateur scindé.

1. Simplifier la fraction.

2. Déterminer la partie entiére par division euclidienne.
3. Ecrire a priori la décomposition avec des coefficients indéterminés.
4. On peut toujours mettre au méme dénominateur et égaler les coefficients des numérateurs (méthode ” Obélix”, risques
d’erreurs) ; on obtient alors un systéme d’équations linéaires a résoudre.
a+d=0
Exemple : — 1 ¢y L e ©  aboutit e —2a+gb—+d+e0:1
xemple: —— M = — + — + — aboutit au systéme a— c=
X3(x-1)7? X X? X3 X-1 (Xx-1)07 b— 9% —0
c=1

Mais on peut souvent avoir plus rapide !

5. S’il n’y a qu'un pole xg, tout exprimer en fonction de Y = X — zg ; la décomposition arrive toute seule.

X241 (Y4241 el s
3= 3 =5 t=5=2 7t 3 +
(X - 2) Y Y Y Y2 T X2 (x—2

Exemple : 5 +

(X —2)*
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6.

10.

Les résidus d’ordre maximum se calculent directement avec la formule a; =

A(zo) (: 1 Azo) )
Q(zo) "B® (x) )
(a) Si tous les poles sont simples, c’est fini.
1 X" Xl
X+D(X+2)...(X+n) Xn—-1"X"»-1"
(b) On peut retrancher les fractions obtenues de la fraction de départ, simplifier, et chercher les résidus précédents
etc... (c’est la méthode utilisée dans la démonstration)

Exemples :

Faire des valeurs particuliéres (non poles) donne des relations, mais en général, seuls 0, 1 et —1 ne donnent pas des
calculs inextricables,

1 1 1 1
Exemple : 5 =— 5 + @ -
(X-1)"(X+1) 2(X-1) X-1 4X+1

X := 0 donne immédiatement @ = ..................

. Si la fraction rationnelle est paire ou impaire, changer X en —X et utiliser I'unicité.

X a b c d
X2_17 X—1 (x_17 X+1 (X317
L’imparité donne :

Calcul de b (d’ou d)

X := 0 donne une relation déja connue. Pour le dernier coeff & calculer, voir 10.

Exemple EG6 :

. Si la fraction rationnelle est réelle et qu’il y a des poles complexes, conjuguer ; les résidus des poles conjugués sont

conjugués.

a b c d
Cr1? X—i (X—if  Xti (X4
La conjugaison donne :

Exemple :

La méthode qui sauve : s’il reste encore ¢ coefficients a calculer, multiplier par X7 et égaler les parties entiéres des
deux membres. On obtient 1’égalité de deux polynomes de degré < ¢ — 1, d’ou ¢ relations, et les ¢ coefficients restants.

Exemples : terminer E6.

X341 a b c d e

"oy X x T Txo1 T xoay

(a) multiplier par X3 et faire X := 0 donne ¢ = 1.
(b) multiplier par (X —1)? et faire X := 1 donne e = 2.

(c) multiplier par X3-et prendre les parties entiéres des deux membres donne

X3 +1 X3 X3
{X2—2X+1J “XQMX*H‘Z{X—J 2 {X2—2X+1J
soit X +2=aX?+bX +1+d(X?+X+1)+2(X +2)
0O=a+d
d’ou 1=b+d+2
2=1+d+14
Pour (c) on aurait aussi pu faire d’abord X := —1 qui donnait une relation, puis multiplier par X? et prendre les

parties entiéres des deux membres.

g X __a L b L c n d
(X -1)*(X+3)?* X-1 (Xx-1?% X+3 (X+3)?
Calcul de b et d
X :=0 donne :
Multiplier par X donne :

résultat : @ = ........... o= g C= e b A= i
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11. Un cas particulier & connaitre.

PROP (application directe des dérivées logarithmiques) : si P est scindé,

P ordre(a)
P Z X—a

a=racine de P



