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En un certain sens, toute courbe est une transéodada plus simple d’entre elles, a savoir la
droite, et les courbes sont donc toutes des tranéfs les unes des autres. Nous allons
présenter dans cet article les plus classiquesglgansformations, en commencant par les
plus simples. Ceci nous permettra de relier ceztagourbes remarquables entre elles et d’en
effectuer une classification.

Lorsque rien n’est précise, il s’agira toujourscderbes planes. Ce que nous appelons « le

plan » est le plan affine réel euclidiBisomorphe &? ; ce que nous appelons « le plan
conforme » et noton® , est le plan muni d’un point & I'infini, homéombmpa la sphers’, et

ce que nous appelons « le plan projectif » etmB est le plan muni de sa droite de
I'infini, ensemble des points a I'infini de chaqdieection de droite.

A) Transformations globales.

Nous considérons ici les transformations globalepldn dans lui-méme, qui n’agissent donc
pas seulement sur une courbe particuliere, maitste sous-partie du plan.

[) Transformations affines.

Unetransformation affineest caractérisée, moyennant le théoreme fondahunia

géomeétrie affine réelle, par le fait d’étre unebijon du plan dans lui-méncenservant les
alignementsC’est Euler, en 1748, qui est a 'origine dearente « affine », car dit-il, « deux
courbes images 'une de l'autre par une telle frangation présentent entre elles une certaine
affinité ».

On montre qu’une transformation affine peut se dgmuser en produit d’une isométrie, d’'une
homothétie, et d’'une affinité ou d’'une transvectfeair la définition de ces trois derniers
termes dans la figure 7 ci-apres).

1) Isométries.
Lesisométriessont les transformations du pleonservant les distancesine condition
égquivalente est qu’elles soient affines (i.e. cores#t les alignements) et conformes ou
anticonformes (i.e. conservent les angles non @#nCelles d’entre-elles qui conservent les
anglesorientés appeléesléplacementssont constituées destationsettranslations Elles ne
sont pas vécues veéritablement comme des transfiomsamais comme de simples
changements de position. Les anciens ne parldgep&as dans le cas de figures images l'une
de l'autre par un déplacement de figures « égales »
Les transformationsonservant les distances mais renversant les angpgelées
antidéplacemenist constitués degflexions transforment une courbe en son « image
Miroir ».
Remarquons que tout antidéplacement d’une courdnat ay axe de symétrie revient en fait a
un déplacement de cette courbe ; un antidéplacemeesdra donc vécu comme une
transformation que si cette courbe n’est pas sygu&tr, c’est par exemple le cas des
spirales (figure 1):

fig. 1



... et son image miroir

une spirale de Fermat...

Cependant, une réflexion plane peut-étre obtenuarpdemi-tour en dimension 3 (résultat
qui est un cas particulier du fait que toute isoraéndirecte deR" est la restriction &"

d’une isométrie directe dB™") ; concrétement, il suffit de retourner la feusir laquelle est
dessinée la courbe et de regarder par transpapenc®btenir son image miroir.

De méme, deux courbes gauches images miroir I'ed&dtre sont obtenues par un
déplacement darR* ; mais comme nous n’avons pas acces a une quatdanension dans
le monde réel, deux courbes gauches sans plamu#rsy et images miroir 'une de l'autre
sont réellement vécues comme distinctes ; par ebeerogs deux hélices :

fig. 2

Hélice circulaire senestre Hélice circulaire dextre (cas du tire-bouchon)

ou ces deux nceuds de tréfle (figure 3):

fig. 3

Nceud de tréfle senestre Noceud de trefle dextre

La notion est d'importance puisque certaines smbstsont toxiques ou non suivant quelles
sont dextrogyres ou lévogyres.

2) Similitudes.
Lessimilitudessont les bijections du plan conservant les ragmtetdistances ; on montre
facilement que ce sont les composées d’'une isaeredtec une homothétie.



Les similitudes directes sont vécues comme de segilangements d’échelle et les
similitudes indirectes, comme des changements dliEchur 'image miroir.

On confond en général une courbe et sa classeniléwgie : « la » parabole est un concept
qui regroupe toutes les paraboles, lesquellesssmnblables entre elles.

Mentionnons ici la spirale logarithmique qui edetgue toute similitude revient en fait a une
isométrie (figure 4).

fig. 4

Spirale logarithmiqueo = €Y toute rotation de cette courbe autour du poiptngsote revient a une

homothétie €77 = & &7).

3) Autres transformations affines.

Elles conservent les alignements, mais pas forcélegmangles. Les axes de symétrie
orthogonale deviennent par exemple des axes dersgroBlique.

Quelques exemples :
- uncercleest transformé en urdlipse qui, si ce n’est pas un cercle, n'a plus que
deux axes de symétrie orthogonaux au lieu d’urigitéf

- toutes les paraboles étant semblables enti® ell€image par une transformation
affine d’'une conique étant une conique de la mé&amallie, une transformation affine
guelconque d’'unparabolerevient toujours a une similitude. Ceci distinda@arabole

(y = x*) de lachainettg( y = ch x) dont I'image par une affinité ne donne pas foreéhune
courbe semblable.

X= t . , . .

- L’astroide ., devient undétracuspidgayant quatre rebroussements) qui
y=asin’ t

n’a plus forcément d’axe de symétrie orthogonaleréhcontre ces courbes comme

développée de I'ellipse (figure 5).

fig. 5



La tétracuspide générale ne présente
plus de symétries orthogonales

L'astroide a 4 axes de symétrie La développée de I'ellipse n’en a
orthogonale plus que deux

- La courbe de la fonction exponentielle est daérégee par le fait que sa translation le
long de son asymptote équivaut a une affinité gthale d'axe cette asymptote (figure 6).

fig. 6

Courbe exponentiellyy = €: toute translation dans la direction de la flééhaivaut & une affinité d'axe

lasymptote €' = € &).

II) Transformations projectives.
1) Définition et cas des homologies.

D’apreés le théoreme fondamental de la géométriggtive réelle, lesransformations
projectivesouhomographiegterme introduit par Chasles au XI¥iécle) peuvent, comme les
transformations affines, étre caractérisées pfitleue ce sont des bijections préservant
I'alignement, a condition de se placer non plussdarplan affine mais dans son complété
projectif ; elles comprennent les transformatioifis@s, mais aussi les transformations
conservant globalement les droites du plan afSaaf deux, I'une étant envoyée a l'infini et
I'autre provenant de celle de l'infini.

Un cas important de transformation projective esistitué par lekomologiesdéfinies pour
la premiére fois par Poncelet ; on montre en efiiet toute homographie non affine est
composée d'un déplacement et d’'une homologie.

Les homologies sont les homographies différentdsdmtité laissant fixes les points d’une
droite A (appeléeaxede 'hnomologie) ; d’apres le théoreme de Désarguea équivaut a ce
gu’il existe un poin®, centrede I'homologie, tel que I'image de tout poMtsoit alignée

avecO etM ; lorsque le centre n’est pas sur I'axe, le birapjhc= (O, H,M,M ) ou M"' est
'image deM etH le point d’'intersection de la droit®) avec I'axe est alors constant, et
’lhomologie est entierement déterminée par la derdeéson centre, de son axe et de son
birapport (owcoefficient d’homologiek OR".

La figure 7 montre la classification affine des ladogies ; on notera qu’'une homologie est
affine si et seulement si I'axe ou le centre d3nhfini.



fig. 7 Classification affine des homologies.
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Les homologies sont aussi appelées par certairgraudeperspectivespour la raison
suivante : plongeons le pld? dans un espace projectif de dimension 3 et corsidain




plan P' coupantP suivant la droité\ ainsi qu’un poinS(cf. figure 8) ; laperspectivale
centreS de P sur P' est I'application qui & de P fait correspondre le poiri¥l, de P’ tel
queS,Met M, sont alignés. Si I'on rabat le pld® sur le planP par rotation autour de

A (ou par translation € est a l'infini), le pointM, devient un poinM’ et I'application

M — M " est une homologie dB d’axeA ; dans le cas ofi n’est pas a I'infini, son centre
est le pointD tel que 8O soit orthogonale au plan bissecteurRiet P'. On obtient ainsi

toutes les homologies.

fig. 8

Les homologies sont les composées d’'une perspegttivein rabattement.

2) Application a I'étude des branches infinies.

Une courbe possede une branche infinie de direeBgmptotique donnée si et seulement si

cette courbe passe par le point a I'infini de cditection. Une homographie permet de
ramener cette branche infinie a distance finieir, #des exemples dans la figure 9.

fig. 9
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perspectivadevienttangentea perspectivgassepar I'image du perspectivgassepar I'image du

'image de I'asymptote . point a l'infini de la direction point a l'infini de la direction
asymptotique mais en étant tangepésymptotique mais n'y posséde pas
a I'image de la droite de l'infini. | de tangente.

3) Classification projective des courbes algébr
Une homographie conserve le caractere algébriqueectourbe, ainsi que son degre, sa
classe et son genre. On va s'intéresser ici awsetad’équivalence projectives pour les
courbes de degré 2 ou 3.

a) Degreé 2 : coniques.
Il n’existe, & homographie prés qu’une conique dpon vide).
En effet ces courbes sont, comme leur nom l'indi¢gesections planes non dégénérées du
cbne de révolution, et sont donc toutes homologuaé® elles ; en particulier, toutes peuvent
étre vues comme différentes perspectives d'un néarae (figure 9).

fig. 9 : perspectives d'un cercle

L’espace est rapporté au repéere orthono(mé, | ,k) ; les yeux d’un observateur sont situes

enS0, d, h) ; il regarde le cercle trigonométriqué + y* =1 du plan horizontaP : z=0, a
travers le plan vertic&®’ : y=0.
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voit une ellipse Voit un cercle. voit une ellipse.
A\ A
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d =1 : 'observateur voit une parabole 0<d <1:I'observateur voit une branche
d’hyperbole (correspondant a la portion du
cercle poury >-d).

. , . _ . n+1 L , .
Signalons qu’en dimensiam il existe [T} classes projectives d’hyperquadriques propres

non vides ; en particulier en dimension 3, il yeaxi classes, représentées par la sphere
X2+ y?+ ZZ— &= 0et I'hyperboloide & une napgpe+ y*— Z- &=0.

b) Degré 3 : cubiques.

Newton a montré que toute cubique propre est giegoent équivalente a urgarabole
divergented'équation :y* = x* + px+(.



La cubique est alors rationnelle si et seulemeftsi4p’ + 27g” = Oet il y a dans ce cas trois
classes d'équivalence projectives, formées degjwebicrunodales, acnodales ou cuspidales.

Dans le cas non rationnel (cubique de genre 1«d#fiéiptique »), chaque valeur defournit
une classe d'équivalence projective.

fig. 10 : classification projective des cubiquespres réelles

Disposition des racines {Forme de la cubique Exemple
P=X%+ pX+q
Trois racines réellg cubique elliptique a ovale x _]J

distinctes A <0);
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-
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D
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Equation cartésienne :

by? = x*(x—a) )

D

Une racine réelle triple cubique a point dy?=x°

(parabole semi-cubique) rebroussement (ocuspidale <




X=
Par exemple, 'homologie définie par

y:
qui a un point isolé a l'infini dans la directiore dy, en la parabole divergente :
X?=Y®-Y? qui a son point isolé eD.

transforme la cubique d'Agnesiy.=

X
Y
1 X +1
Y

Dans la figure 11, nous avons utiligé —% au lieu dey :é pour plus de lisibilite.

fig. 11 : une cubique d’Agnesi ramenée par pergpeein une parabole divergente
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[l) Transformations circulaires.
Lestransformations circulairesont les bijections transformant des points abgmeé
cocycliques en des points ayant la méme propiétée fois dans Iplan conforme
On montre que ce sont exactement les homographlies anti-homographies (produit des
précédentes avec une réflexion) de ce plan confetnt®mme droite projective complexe.
Celles d’entre-elles qui conservent les droites Ensimilitudes, et les autres sont
composées d’'une inversion et de similitudes ; omandonc s’intéresser ici qu’aux inversions.

C’est en coordonnées polaires que I'expressiorimeetse d’'une courbe est la plus simple,

puisque I'image de la courbg = f 8 (par l'inversion de centr® et de puissanca® est la
2

courbe p = a
f(8)

L’inversion conserve le caractére algébrique, mais le degré des courbes ; l'inverse d’'une
courbe algébrique de degné admettant les points cycliques (points complexémfini de

coordonnées homogén(a‘sii ,O)) comme points d’ordrg, par rapport a un poéle d’inversion

d’ordre q (pour la courbe de départ), est une courbe dedddg2p - g, admettant les points
cycligues comme points d’ordre- p - q et le péle comme point d’ordre- 2p.

Par exemple, les inverses des coniques propreinanaires sont les cubiques circulaires
rationnelles lorsque le péle d’inversion est surctmique (casn=2,p=0,9=1), et les

qguartiques bicirculaires lorsqu’il est en dehors=@2, p=0,q= C). Dans le premier cas, la

cubigue est a point singulier double, isolé ouatgaussement, suivant que la conique est une
hyperbole, une parabole ou une ellipse.



Quelgues cas particuliers (figure 12) : les inverddyperbole équilatere sont Issophoides
guand le plle est sur I'hyperbole, etléanniscate de Bernoulljuand il est au centre ; les
inverses de parabole sont @ssoidegquand le pdle est sur la parabole, etdedioidequand

il est au foyer (voir figure 12).

fig. 12 : quelques inverses remarquables
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La lemniscate de Bernou
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I'un de ses points. ?=_—_ par rapporta sor 1

P P cosd p:1+ 2 par
centre. co

rapport a son foyer.

IV) Transformations conformes.

Unetransformation conformest un difféomorphisme d’'un ouvert connéxdu plan
conforme, sur un autf@’, conservant les angles orientggopriété se traduisant par le fait

que la différentielle est une similitude directs 'on identifie le plarP etC, et doncP avec
la sphere de Riemarfi D{oo} , Cette propriété équivaut a ce que la fonctiontsadomorphe.

Parmi les exemples précédents, sont conformegalesformations circulaires directes (cas

z+ . . =
f (z) =2 3) et ce sont d’ailleurs les seules transformatmordormes deP ; les

similitudes sont donc les seules transformatiomsacmes du plan affine.

Par contre, il existe toujours au moins une tramséion conforme entre deux ouverts
simplement connexes du plBndistincts deéP, ceci quelle que soit leur forme (théoreme de la
représentation conforme). Ceci permet de ramersoudeerts un peu « biscornus » a d'autres
plus simples, comme un disque ou un demi-plan.

Citons lescourbes de Joukovskmages des cercles du plan par la transformaboforme
2

de Joukovskif (z) = %( z+a—j ; lorsque le cercle de départ passe p@,0) ou A'(-a,0)
z

(points fixes de la transformation), la courbe dekbvski posséde un point de rebroussement
de deuxieme espece Anet prend dans certains cas une allure de prafiedd'avion.

La transformation de Joukovski réalise alors upegsentation conforme de I'extérieur du
disque associé au cercle sur I'extérieur de labepwe qui permet d'étudier les problemes
d'écoulement autour du profil de l'aile d'avionserramenant a un cercle.

fig. 13
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Courbes de Joukovski, images de cercles conceatripar la transformation de Joukovs

tab. 1 : expressions des diverses transformatiomse&mier paragraphe

Expression analytiqu

pAutre expression

Cas particuliers

Transformation affine
du plan affineR?.

S H
oo
o

. |a
directe si
d

. |a
indirecte si q

En complexes :
Z'=uz+ va v
avec
ate
-+
2
a-e
= +

. d

2

2 2

b

id+b

v =0 : similitude
directe.

u =0 : similitude
indirecte.

Transformation ,_ax+by+c En coordonnées g=h=0,k£0:
projective du plan ~gx+ hy+ k homogenes : transformation affine
projectif R*. dx+ ey+ f X7 [a b c
e Y'[=|d e f
gx+ hy+ k
z' g h k
Transformation ,_uz+v similitude ssw = 0.
circulaire du plan T Wzt (cas
conformeC2 direct) inversion ssi u = 0 et
Cuz+v cas indirect.
ou z'=—— (cas
wz+t
indirect)

Transformation
conforme d’un ouvert
de C dans un autre.

{x': P(x )

y'=Q(xY)
9P _0Q
ox oy
avec
P __0Q
oy 0x

z'= f(2 avecf
holomorphe et
f'(z)20

V) Dualité et polarité.
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Les transformations étudiées ici sont de naturférdifite des précédentes, puisqu’elles
transforment des points en des droites ; il estsagaire pour les définir de rappeler les
principes de la dualité.

Le plan projectifP est isomorphe @(R"‘), ensemble des droites vectoriellesRfe; le plan
projectif P((W)*) associé au dual d@®, ensemble des formes linéaires Bir, est en

bijection naturelle avec 'ensemble des plansoréeis deR® (noyaux des formes linéaires),
lequel est en bijection avec I'ensemble des draﬂlﬂE(R3) : nous définissons donc dieial

de P, noté P° comme I'ensemble des droites Be muni de la structure projective issue de
cette bijection ave@((W) ) . Un « point » deP” est donc une droite d@, et on montre

qu’une « droite » dé" est un faisceau linéaire de droitesRleensemble de toutes les
droites deP passant par un point donné.

Les isomorphismes projectifentre P et son dual , issus des isomorphismes vectomgis e
R® et son dual, sont appelés demlités.L'application f de POP dans lui-méme, qui

prolongef et a une droit® associe le point de concours des droited (i@) vérifie la

propriété de renversement des appartenanke&D « f (D)0 f (M) ; on I'appelle une
corrélation, et on montre que réciproquement, toute corrélaii issue d’'une dualité.

Nous n’envisagerons dans ce texte que la ddaijie provient de I'isomorphisme envoyant la
base canoniqués, e, §) de R®en la base(el*, &,— g) de (Rs)* , qui a une définition tres
simple : au point de coordonné@s v) correspond la droite d’équatianx+ vy=1 et I'image
d’un point a I'infini est la droite passant garet perpendiculaire a la direction du point.
Nous retrouvons ici les poles et polairdgpolaire d’'un pointMo(u,v) par rapport au cercle
(C) de centreD et de rayora est le lieu des conjugués harmoniques du pointgport au
cercle, défini par la reIatioﬁTl\ﬁO—l\/rO = ux+ vy= & ; c'est la droite orthogonale a la droite
(OM,) passant par I'inverse dv, par rapport ag) ; c’est aussi I'axe radical du cerc(g) et

du cercle de diametre [M,] ; quandM, est extérieur &3), c’est la droite qui joint les points
de contact des tangentes issueMglau cercle€). Inversement une droite est la polaire d’un
unique point, appelé son pole (cf. figure 15 cieapr

La relationOM OM, = ux+ vy= & montre que dans le cas 1, la transformation
ROintH polaire

droite— pole

point— polaireest bien la dualitédéfinie ci-dessus et la transformati% la

corrélation qui lui est associée, laquelle esineolutive.

L’'image d’une courbe d® par cette dualité est alors une « courbe Pdeensemble de
droites deP ; c’est la notion d’enveloppe vue ci-aprés quinpetitra de retrouver une courbe
deP.
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